Prueba de Acceso a la Universidad. JUNIO 2012.
Matematicas I1.

El alumno debe responder a una de las dos opciones propuestas, A 0 B. En cada pregunta se sefiala la puntuacion
maxima.
OPCION A
ax+y+z=1
Al. Sean a un ndmero real y el sistema lineal { x+ay+z=a
X+Yy+az=a’

a) (1,5 puntos) Calcule el determinante de la matriz de los coeficientes y determine para qué valores de a el
sistema anterior es incompatible, compatible determinado y compatible indeterminado.
b) (1 punto) Resuelva el sistema anterior en el caso a =0

SOLUCION.

al1
a) Sea A la matriz de los coeficientes y B la matriz ampliada. | A | =1 a 1|=a°+1+1-a-a—-a=a*-3a+2
11 a

1032 1+/1+8 -1+ -2
1] 1 1 -2 a?+a-2-0 = a= 2* - 12—3:<: ]
|11 20

a*-3+2=0 < (a-1)°(a+2)=0 = a=1, a=-2

« Paraazlya=-2: rgA=rgB=3 = el sistema es compatible determinado

111]1
« Para a=1: las matrices de los coeficientes y ampliada |1 1 1 | 1| tienen ambas rango 1. El sistema es
111]1

compatible indeterminado.

« Para a=-2: la matriz de los coeficientes tiene rango 2 pues el menor #0 vy la matriz ampliada tiene

-2 1 1
rango3pueselmenor | 1 -2 -2|=16-2+1+2-4-4=0.El sistema es incompatible.
1 1 4
b) El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos por la regla de Cramer.
111 011 11
00 101 00
y+z=1
010 1 10 0| 1 1 0| 1
X+ z=0 = X=t— 1 == : y=r————=— ; Z= =—
2 2 2 2 2 2
x+y =0
o e x? +11x
A2. (2,5 puntos) Calcule la siguiente integral indefinida
@5p ) g 9 Ix3—2x2—2x+12
SOLUCION.
Descomponemos la funcidn racional en suma de fracciones simples:
1 -2-2 12 4+ [16-24
) 3 4+
'2‘ 2 8 -12 X'-4x+6=0 = x= 2 = x3—2x2—2x+12:(x+2)(x2—4x+6)
|1 -4 6|0
x? +11x A . Bx+C  AX®—4AX+6A+Bx’+Cx+2Bx+2C _
X3 —2x?—2x+12 x+2 x’-4x+6 (x+2)(x2—4x+6)



A+B=1 B=1-A = B=2
—4A+2B+C=11 = -4A+2-2A-3A=11 = A=-1
6A+2C=0 C=-3A = C=3

~ (A+B)x*+(-4A+2B+C)x+(6A+2C)
- X3 —2x2 — 2X +12

) x2 +11x -1 2X+3
Se tiene entonces: dx = dX+| —————dx=(1
-[x3—2x2—2x+12 I 2 -[ 2_4X+6 -0
Calculemos cada una de las integrales:
—dx——In|x+2|
X+2
_[ 2x+3 —j X—4+7 —.[22)(—_4 x+j—dx In|x —4x+6|+7j—dx:(2)
X? —4X +6 4x+6 X“—4X+6 X°—4Xx+6 4X+6

1 l
Imdx:fmdx:jﬁ \/_J' dx—‘zﬁarctgx\/_z2
SR (ﬁ] .

Por tanto: (2)=In|x2—4x+6|+liarctgX—_2 = (1)=—In|x+2|+|n|x2—4x+6|+£arctgX—_2+C
2 J2 2 J2
X2 —4X +6

x? +11x
-[ X+2

7J2  x-2
X2 —2x% —2x +12 - arctg +C

2

A3. a) (0,75 puntos) Descomponer el nimero 12 en dos sumandos positivos de forma que el producto del primero
por el cuadrado del segundo sea maximao.

dx=1In

Es decir:

b) (1 punto) Hallar el valor de k para que lim e vk =2
x>0 X —sen X

c) (0,75 puntos) Sea f:R—R una funcidn real de variable real, continua y derivable en la recta real.
Supongamos que f(0)=0 y f(x+y) =f(X)f(y) para todo numero real X, y. Demostrar que f(0)=1 ;
f(X)=0 ; f(xX)>0 y f'(xX) =f'(0)f(X) paratodo ndmero real x.

SOLUCION.

a) Sean 12—x y x los dos sumandos positivos. La funcién f (x) :(12—x)-x2 =12x* —x* debe ser maxima.
f'(x)=24x-3x*=0 = 3x(8-x)=0 = x=0, x=8 (valores criticos)
f"(x)=24—-6x: f"(0)=24>0 = x=0minimo ; f"(8)=-24<0 = X =8maximo

Por tanto, los dos sumandos deben ser 4y 8.

X _ax L'H
b) lim e —e +kx:9 " im e +e ¥ +k 2+k_(1)
x-0 X —Senx 0 x>0 1—C0S X

Para que el limite sea 2, k debe ser igual a —2 para que (1) sea una indeterminacion 0 (en caso contrario el limite

es o). Comprobemos el valor del limite:

egf—e*-2x 0 LH ef+e*—-2 0 LH g _eg* QLH g 4e
=— Iim ———=— = lim =— = lIim
0 x-0  seNn X 0 x=0  COSX

lim =2

x-0 X —Sen X 0 x-0  1—-C0SX

) « F(0)=Ff(0+0)=F(0)-F(0)=[f(0)]° = FO[f(0)-1]=0 = f(0)=1 puesf(0)=0

- 100 f(x S GGG -
2 2 2 2 2
f(X+h) f(x) _1im f(x)-f(h)-T(x) _1im

h—0 h h—0

f(x) [f (h)—1]

. f'(X) = =@
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f'(0) =lim w _im 1 QT =TO) _ e, FOLf (1] —lim ] (hg -1 y sustituyendo en (1):

h—0 h h—0 h h—0

—f(x)-f'(0) = f'(x)=Ff(x)-F(0)

® =F (9-lim f(hg‘l

A4. a) (1 punto) Hallar el plano que contiene a la recta v de ecuacion paramétrica v: (2,1,3)+t(2,1,0) yes
perpendicular al plano de ecuacién x+z =2
b) (1,5 puntos)  Probar que los vectores {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} forman una base de R® y dar las

coordenadas del vector (1,—2,0) en la base anterior.

SOLUCION.

a) Un plano queda determinado por un punto y dos vectores con distinta direccion. El plano que buscamos contiene a la
recta v, luego contiene al punto P(2,1,3) y al vector direccional v = (2,1,0) . También contiene al vector normal al
plano x+z=2, i =(1,0,1), que es perpendicular a él. Por tanto, el plano buscado es:

x—2 y-1 z-3
2 1 0 |=0 & Xx-2-z+3-2y+2=0 < x-2y-z+3=0
1 0 1
b) Basta comprobar que los tres vectores son linealmente independientes:

111
1 1 0[{=-120 = son linealmente independientes y forman una base de R®.
100
X+y+z=1 x=0
(1,-2,0)=x(1,1,1)+y(1,1,0)+z(1,00) = (X +y+Z,X+Y,X) = < X+y =-2 = y=-2
X =0 z=3
OPCIONB
1 01
B1l. a) (1,5 puntos) Comprueba que la matriz M es inversible y calcule su inversa, donde M=| 2 1 1
-1 2 2

b) (1 punto) Encuentre las matrices A y B que cumplen las siguientes ecuaciones

3 2 0 1 4 0
8A-5B=|-2 1 3 , 2A-B=|2 -1 3
0 3 -3 0 1 -1
SOLUCION.
1 01
a) Mesinversiblesi [M[=0: |M|=| 2 1 1|=2+4+1-2=5=#0 = Mtieneinversa.
-1 2 2

« Calculemos la matriz adjunta (AdjM) y después la traspuesta de la adjunta (AdjM)":

. :‘1 1‘:0 . :_‘2 1‘:_ . :‘2 1‘:5 . :_‘o 1‘:2 . :‘1 1‘:
Tl2 2 R 2 RN R R R R R R
. :_‘1 0‘:_2 - :‘o 1‘:_1 . :_‘1 1‘21 - :‘1 0‘:
23 _1 2 1 31 l 1 ’ 32 2 l 1 33 2 1

0 5 5 0 2 -1
Luego (AdjM)=| 2 3 2| = (AdjM)=|-5 3 1

-1 1 1 5 2 1



0 2/5 -5

_ AdjM)"'
« Por Gltimo: M‘l=%= -1 35 15
| | 1 -2/5 1/5
b) Sean Py Q las matrices conocidas. Se tiene:
8A-5B=P —-8A+5B=— 1 .
= Sumando: B=4Q-P = A—— 5Q P es decir:
2A-B=Q 8A-4B=4Q 2
5 =20 0 3 2 0 1 -11 0 4 -16 0 3 20 1 -18 0
Azllo -5 15|-|-2 1 3 ||=|6 -3 6 ;B—8—4 122|-|-2 1 3 |=/10 -5 9
0 5 -5 0 3 -3 0 1 -1 0 1 -1

B2. a) (1,5 puntos) Calcule la siguiente integral indefinida J' cos(Inx) dx
(Ayuda: realice un cambio de variable adecuado para esta integral)

2
b) (1 punto) Calcule el limite siguiente lim K X jln(X_J’Sﬂ

x>+ | | X+3 x-1
SOLUCION.

a) Realizamos el cambio de variable Inx=t = 1 dx=dt = dx=xdt=¢€ dt
X

u=cost = du=-sentdt

Jroos(inxjax = feost-et-at= |\ T 7 T

‘ =et-cost+‘|' e'-sent-dt=

u=sent = du=costdt

. . =et-cost+e‘-sent—J e'-cost-dt = 2l=e'(cost+sent) =
dv=e dt = v=e

I:%et (cost+sent)+K = I cos(Inx) dx=%e'"X [cos(Inx)+sen (In x)]+K:%x[cos(In x)+sen (Inx)]+ K

XZ

by fim || == [ 22 | 200 = tim | n[ 22217 |2 in | gim [ 22217 |2
X—>+00 X+3 X -1 X—>+0 X -1 x40 | X —1

x> 6
X2 x-1 6 x-1 | %43 x-1
° o 33 6 x1 %
. X+5)x3 6 \x3 1 . 1
Calculemos lim | —— =lim|1+— = lim |[1+— = lim||1+— =e®
x>+ | =1 X—>+00 X -1 X—>+20 X -1 X—>-+00 X -1
6 6
Portanto: (1) =In(e*)=6
2X

B3. Sea fla funcion de variable real definida mediante la expresion f (x) = — 1
X*+
a) (0,5 puntos) Determine el dominio de continuidad, simetrias, corte con los ejes y asintotas de la funcién.

b) (1 punto) Calcule, si existen, los extremos relativos y absolutos, e intervalos de crecimiento y decrecimiento
de f.

c) (0,5 puntos) Calcule, si existen, los puntos de inflexién de f.

d) (0,5 puntos) Dibuje la gréfica de f.

SOLUCION.

a) « D(f)=RR. La funcidn es continua Vv x .

o f(—X) = % =-f(X) = lafuncién esimpar (simétrica respecto al origen de coordenadas)

« CorteconOX: 2x=0 = x=0 = (0,0).El origen de coordenadas también es el punto de corte con OY.
« La funcion no tiene asintotas verticales pues no hay valores de x para los que la funcién tienda a infinito.



Prueba de Acceso a la Universidad. JUNIO 2012.
Matematicas I1.

y =0 es una asintota horizontal de la funcion pues:  lim ——=0" , lim 22x =0".
x—>—0 X< 417 x—+0 X 41
2,9 _ax? 2(1-%° f'<0 f'>0 f'<0
b) f'(X)=2X +2 L:X = ( 2)=0 = x=-1, x=1 T T
2 2 -1 1
(x +1) (x +1)

Por tanto:  la funcién es decreciente en (—o0,—1)U(1,+) y creciente en (-1,1).

Como la funcién es continua, en x =—-1, (-1,—-1), tiene un minimo relativoy en x =1, (1,1), un maximo relativo.

—4x(x2 +1)2 —2(1—x2) 2(x2 +1) 2x  —4x (x2 +1)(x2 +1+2—2x2) B —4x(x2 +1)(—x2 +3)

f" = =
C) (X) (Xz +1)4 (Xz +1)4 (X2 +1)4
_ _ 2
= 4(X (—2 ’ )Jar 3) = x=0 , x=—83 , x=43 (posibles puntos de inflexion)
X +1
fr ) - (12x2 12)(x? +1)° + 4x (% +3)3(x* +1) 2x - (12x7 -12)(x* +1)+ 24x* (X +3)

(x2 +1)6 (x2 +1)4
ycomo f"(0)=0 , f"(—3)#0 , f"(\3)=0: x=0, x=—3 , x=+/3 son puntos de inflexion:

, (0,0) , {—\/5'—5}(4173 , —0,87), («/§,§J=(1,73 , 0,87)

T —

B4. Sea el haz de planos de ecuacién (1+ x)x—y—kz =0 con parametro real A .

a) (0,5 puntos) Hallar los planos del haz que pasan por el punto P = (1,1,1).

22

b) (1 punto) Hallar los planos del haz cuya distancia al punto Q(3,—2,1) es —

c) (1 punto) Hallar los planos del haz que cumplen que el angulo que forman con el eje OY tiene por seno el

valor \ﬁ

SOLUCION.

a) Sustituimos las coordenadas del punto: 1+A-1-A=0 < 0=0 = Todos los planos del haz pasan por P (P
pertenece a la recta comdn del haz).

b) 32 _|@ra)sr2-n] | 21+5] = 2|2+5|=322J1+1+2% = |2h+5|=31+r+2?

2 \/(1%)2“%2 J2+2n+ 207

= (|2n+5]) =9(1+2+22) = 4A7+200+425=9+N+9° = 5’-1A-16=0 =

11i./121 320 +
oo 10+ :111_021:<:

x:% N %X—y—%2=0 = 21x-5y-162=0




c) Un vector direccional de OY es €, =(0,1,0) y un vector normal al plano A =(1+%,-1,-21).

Si es a el &ngulo que forman la recta y el plano, se tiene:

cos(90°—oc):sen<x:||e2|.n| = ﬁz 1] - ﬁ:; -
2

|| 6 J1+2n+22 41407 6 J2n2s2n+2
= (2R eArl=6 = 224a+l=3 = A4A-2=0 = r= VI8 \2’1+8=<:1 SN

-2
= m=2X-y-z=0 ; m,=-x-y+2z=0

[e]]
jm }



