
 

SOLUCIÓN 

a) La matriz de los coeficientes es 

a 3 0 4

A 1 0 2

1 a 2

-å õ
æ ö
= -æ ö
æ ö-ç ÷

 y la matriz ampliada es 

a 3 0 4 2

B 1 0 2 1

1 a 2 a

-å õ
æ ö
= - -æ ö
æ ö-ç ÷

. 

El único menor de orden 3 de la matriz de los coeficientes es: 

( )2 2

a 3 0 4

1 0 2 4a 2a 6a 2a 2a 2a a 1 0 a 0 , a 1

1 a 2

-

- = + - = - = - = Ý = =

-

 

  Para a 0 y a 1: rg A rgB 3 nº  de incógnitas sistema compatible determinado¸ ¸ = = = Ý   

 Para a 0:= las matrices de los coeficientes y ampliada son  

3 0 4 2

1 0 2 1

1 0 2 0

-å õ
æ ö

- -æ ö
æ ö-ç ÷

 

 El menor de orden 2 de la matriz de los coeficientes 
3 4

6 4 0 rg A 2
1 2

-
= - ¸ Ý =

-
 

 Para conocer el rango de la matriz ampliada, orlamos este menor con los términos independientes:  

 

3 4 2

1 2 1 4 4 4 6 0 rgB 3 rg A rgB sistema incompatible

1 2 0

-

- - = + - - ¸ Ý = Ý ¸ Ý

-

 



  Para a 1:=   las matrices de los coeficientes y ampliada son  

2 0 4 2

1 0 2 1

1 1 2 1

-å õ
æ ö

- -æ ö
æ ö-ç ÷

 

 El menor de orden 2 de la matriz de los coeficientes  
1 0

1 0 rg A 2
1 1

= ¸ Ý =
-

 

 Orlamos este menor con los términos independientes: 
 

 

2 0 2

1 0 1 2 2 0 rgB 2 rg A rgB 2 nº de incógnitas

1 1 1

-

- = - = Ý = Ý = = < Ý

-

 

 

 Ý     El sistema es compatible indeterminado. 

 

b)  Ya sabemos que cuando a 1=  el sistema es compatible indeterminado. Puesto que el menor distinto de 

0 que da rango a la matriz de los coeficientes está formado por los coeficientes de x e y en la segunda y 

tercera ecuación del sistema, utilicemos la incógnita z como parámetro ( z=l) en el sistema formado por la 

segunda y la tercera ecuación: 

x 2 1 x 1 2
x 1 2 y 1 2 1 2 0

x y 2 1 x y 1 2

- l=- =- + lë ë
Ú Ý =- + l Ý =- + l+ - l=ì ì

- + + l= - + = - lí í
  

Las soluciones del sistema para  a 1=  son entonces:    x 1 2 , y 0 , z=- + l = =l  

 

 

 

SOLUCIÓN 

{Ŝŀ άȄέ Ŝƭ ǇǊŜŎƛƻ ŘŜ ǳƴŀ ƳŀǎŎŀǊƛƭƭŀ ǉǳƛǊǵǊƎƛŎŀ ŘŜǎŜŎƘŀōƭŜΣ άȅέ Ŝƭ ǇǊŜŎƛƻ ŘŜ ǳƴŀ ƳŀǎŎŀǊƛƭƭŀ ƘƛƎƛŞƴƛŎŀ ȅ άȊέ Ŝƭ 

precio de una mascarilla quirúrgica reutilizable. Se tiene: 

x y z
0,90

x y z 2,73
30x 20y 10z 56 3x 2y z 5,6

20x 25z 31 4x 5z 6,2

+ +ë
=î + + =ë

î î
+ + = Ú + + =ì ì

î î+ = + =íî
í

  

Resolvamos el sistema por la regla de Cramer: 

2,7 1 1

5,6 2 1

6,2 0 5 27 6,2 12,4 28 7,2
x 0,8

1 1 1 10 4 8 15 9

3 2 1

4 0 5

+ - - -
= = = =

+ - - -
  



1 2,7 1

3 5,6 1

4 6,2 5 28 18,6 10,8 22,4 40,5 6,2 11,7
y 1,3

9 9 9

+ + - - - -
= = = =

- - -
  

1 1 2,7

3 2 5,6

4 0 6,2 12,4 22,4 21,6 18,6 5,4
z 0,6

9 9 9

+ - - -
= = = =

- - -
 

Así pues, la mascarilla quirúrgica desechable cuesta 0,80 euros, la mascarilla higiénica cuesta 1,30 euros y la 

mascarilla quirúrgica reutilizable cuesta 0,60 euros. 

 

 
SOLUCIÓN 

( ) ( )
1t t tXA XA B X A A B X B A A
-

+ = Ú + = Ú = Ö +  

t t

1 0 1 1 1 0 1 0 1 2 1 1

A 1 1 1 ; A A 0 1 2 1 1 1 1 2 1

0 2 0 1 1 0 0 2 0 1 1 0

- - - - -å õ å õ å õ å õ
æ ö æ ö æ ö æ ö
= - - + = + - - = -æ ö æ ö æ ö æ ö
æ ö æ ö æ ö æ ö- - -ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷

  

Calculemos ( )
1tA A :
-

+   

( )
1t t

2 1 1

A A 1 2 1 1 1 2 2 2 0 A A

1 1 0

-

- -

+ = - = + - - =- ¸ Ý $ +

-

  

( ) ( ) ( )
1

tt t A AAdj(*)t t

2 1 1 1 1 1

A A 1 2 1 Adj A A 1 1 1

1 1 0 1 1 3

-
+

- - - -å õ å õ
æ ö æ öè ø+ = - ½½½ + = - - - ½½½½æ ö æ öé ùê ú
æ ö æ ö- -ç ÷ ç ÷

  

( ) ( )
( )1

t

tt

1A A t

t

1 2 1 2 1 2Adj A A
A A 1 2 1 2 1 2

A A
1 2 1 2 3 2

-
-+

-è øå õ+
é ùæ öê ú

½½½½ + = =æ ö+ æ ö- -ç ÷

  

 

 

 

 

 

 

(*) Cálculo de los adjuntos de los elementos de ( )
ttA A+  : 

11 12 13 21 22 23

31 32 33

2 1 1 1 1 2 1 1 2 1 2 1
A 1 ; A 1 ; A 1 ; A 1 ; A 1 ; A 1

1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1

1 1 2 1 2 1
A 1 ; A 1 ; A 3

2 1 1 1 1 2

- - - - - -
= =- =- =- = = =- - = =- =- =-

- - - -

- - - -
= = =- =- = =

- -

  



Se tiene entonces:    

1 2 1 2 1 2
0 1 1 1 0 2

X 1 2 1 2 1 2
3 0 1 2 1 0

1 2 1 2 3 2

-å õ
-å õ å õæ ö

= Ö =æ ö æ öæ ö-ç ÷ ç ÷æ ö- -ç ÷

  

 

 

SOLUCIÓN 

El plano buscado contiene a la recta r, luego contiene a un punto de la recta y a su vector direccional. 

Busquemos dos puntos de r: 

3x y 4z 1 0 3x y 4z 1 3x y 4z 1
r : x 3z 1

2x y z 2 0 2x y z 2 2x y z 2

+ - + = + = - + = -ë ë ë
Ú Ú Ý = + Ýì ì ì

+ - + = + = - - - =- +í í í
  

( )

( )

Para z 0: x 1 , y 4 A 1 , 4 , 0
y 2x z 2 6z 2 z 2 5z 4

Para z 1: x 4 , y 9 B 4 , 9 ,1

= = =- Ý -
Ý =- + - =- - + - =- - Ý

= = =- Ý -
  

Tenemos entonces el punto ( )A 1 , 4 , 0-  y el vector ( )u AB 3 , 5 ,1= = -
ggdd

 pertenecientes al plano buscado. 

Si el plano que buscamos debe ser perpendicular al plano p, el vector ( )n 2 , 1 , 3= -
d

 que es normal al 

plano pestará contenido en el plano buscado. 

El plano determinado por el punto ( )A 1 , 4 , 0-  y los vectores ( )u 3 , 5 ,1= -
d

 y ( )n 2 , 1 , 3= -
d

 es: 

x 1 3 2

y 4 5 1 0 15x 15 2y 8 3z 10z 9y 36 x 1 0 14x 7y 7z 14 0

z 1 3

-

+ - - = Ú - + + + - + - - + - = Ú - - + - = Ú  

2x y z 2 0Ú + - + =  

 

 

SOLUCIÓN 

( )
2

tg(x)

x 0
L lím 1 x 1¤


= + = . Apliquemos logaritmos neperianos a los dos miembros de la igualdad: 

( ) ( ) ( )
( ) L 'H2 2

tg(x) tg(x)

x 0 x 0 x 0 x 0

2ln 1 x2 0
lnL ln lím 1 x lím ln 1 x lím ln 1 x lím

tg(x) tg(x) 0   

è + øè øè ø è ø= + = + = Ö + = = =é ùé ùé ù é ùê ú ê úê ú ê ú
  

2L'H
2

x 0 x 0

2

2
2 cos x 21 xlím lím 2 L e

1 1 x 1
cos x

 

è ø
é ù è ø+= = = = Ý =é ù é ù

+ê úé ù
ê ú

     Es decir:   ( )
2

2tg(x)

x 0
lím 1 x e

+ =  

NOTA:  cuando ŀǇŀǊŜŎŜ ƭŀ ŜȄǇǊŜǎƛƽƴ [ΩI ǎƛƎƴƛŦƛŎŀ ǉǳŜ ǎŜ ŀǇƭƛŎŀ ƭŀ ǊŜƎƭŀ ŘŜ [ΩIƾǇƛǘŀƭ 



 

SOLUCIÓN 

La función que debe ser mínima, la longitud total de las líneas es: 

x
L 2x 2y 2 (2 )x 2y

2
= + + p = +p +  

La superficie conocida nos da una relación entre las variables x e y: 

2

2 2
x

4
x 16 4 x 444 xy y x
2 x 4x x 4

p
+p-

+ p-p +p på õ
+p= +p Ý = = = - Ýæ ö

ç ÷
  

( )
( ) ( ) ( )2 4 2 4 2 44

L f(x) 2 x x 2 x x
x 2 2 x 2 x

+p +p +pp p +på õ
Ý = = +p + - = + + = +æ ö

ç ÷
  

Estudiemos el valor de x para el que la función es mínima: 

( ) ( ) ( )2

2 2

2 4 2 4 4 44 4
f '(x) 0 x 4 x 2

2 x 2 x 4

- +p +p +p+p +p
= + = Ý = Ý = = Ý =°

+p
  (valores críticos) 

De los dos valores críticos, descartamos el valor negativo y comprobamos que x 2=  es un mínimo relativo 

de la función: 

( ) ( )
()4 4

2 4 2x 4 4 x
f ''(x) f '' 2 0 x 2

x x

+p Ö +p
= = Ý > Ý = hace mínima la función.    

4 4
y 2

2 2 2

+p p
= - = =  

Por tanto:   x y 2= = metros.  

 

 

SOLUCIÓN 

a)   La función es la suma de una función cuadrática, de dominio y, y de una función logarítmica de 

dominio: ( )x 1 0 x 1 1 ,+ > Ý >- Ý - +¤. El dominio de f(x) es la intersección de ambos dominios, 

luego:   ()( )Dom f 1 ,= - +¤  

b)  Los intervalos de crecimiento y decrecimiento dependen del signo de la primera derivada: 

2 2
21 1 82 2 1 3

f '(x) x 0 x 2 x x x x 2 0 x
1x 1 x 1 2 2

-- ° + - °
=- + = Ý = Ý = + Ý + - = Ý = = =

+ +  



Como x 2=- está fuera del dominio ( )1 ,- +¤Σ ƭƻǎ ƛƴǘŜǊǾŀƭƻǎ ŘŜ ǇƻǎƛōƭŜ ŎŀƳōƛƻ Ŝƴ Ŝƭ ǎƛƎƴƻ ŘŜ ŦΩόȄύ ǎƻƴΥ 

 

( )1 ,1 : f ' 0 (basta ver el signo de f'(0), por ejemplo) En ( 1 ,1) la función es creciente- > Ý -   

( ) ( )1, : f ' 0 (basta ver el signo de f'(2), por ejemplo) En 1 ,  la función es decreciente+¤ < Ý +¤   

 
 

 

SOLUCIÓN 

Utilizaremos el método de integración por partes:       u dv u v v duÖ = Ö - Öñ ñ 

2 2 2 2 2

2 2 2

2

(1) (1)
3 x 2 x x 2 x x

x x x

u x du 2x dx
1 1 1 1

x e dx x e 2x e dx x e e C1 1
2 2 2 2dv x e dx v 2x e dx e

2 2

= Ý =

= = Ö - Ö = Ö - + =
= Ö Ý = Ö =

ñ ñ
ñ

 

( )
22 x1

x 1 e C
2
= - +  

 

 

SOLUCIÓN 

Sea O el conjunto de todos los estudiantes que utilizan el ordenador y M el conjunto de los estudiantes que 

utilizan el móvil para seguir las clases online.  

Si organizamos los datos de la encuesta en un diagrama de Venn, el 

10% estará en la intersección de ambos conjuntos, el 70% utilizará 

solo el ordenador (80% - 10%) y el 5% (15% - 10%) utilizará solo el 

móvil. Queda un 15% que corresponderá a los que no utilizan ni el 

ordenador ni el móvil. 

a)  Directamente, del diagrama de Venn:   
85

p 0,85
100
= = . 

También:      ( ) () () ( )p O M p O p M p O M 0,80 0,15 0,10 0,85= + - = + - =G <   

b)  Del diagrama de Venn:    
15

p 0,15
100
= = . 

También: se trata del suceso contrario al del apartado anterior, por tanto:    p 1 0,85 0,15= - =   



 

SOLUCIÓN 

La distribución normal a la que pertenecen los datos es de media 30m= minutos y desviación típica 5s= 

minutos, es decir es una ( )N 30 , 5 . Para utilizar las tablas de la distribución normal ( )N 0 ,1  debemos 

tipificar las variables:   

          

 

 

 

( )x N ,Í m s  «½   ( )
x

z N 0 ,1
-m

= Í
s

  

x 40=   «½  
40 30

z 2
5

-
= =  

x 20=   «½  
20 30

z 2
5

-
= =-  

   



a)  [ ] [ ]p x 40 p z 2 0,9772< «½ < =   

b) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )p 20 x 40 p 2 z 2 p z 2 p z 2 p z 2 p z 2 p z 2 1 p z 2< < «½ - < < = < - <- = < - > = < - - < =  

                                                            [ ] [ ]p z 2 p z 2 1 0,9772 0,9772 1 0,9544= < + < - = + - =  

c) [ ] [ ] [ ]p x 40 p z 2 1 p z 2 1 0,9772 0,0228> «½ > = - < = - =  

 

 

 

  

  

 

 


