GEOMETRIA

Barcelona; barrio del.Eixample.
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“Alegraos compaineros, que veo
huellas humanas”

Palabras de Aristipo (s. IV a.C.),
discipulo de Socrates, tras naufragar
en una playa perdida y encontrar
figuras geométricas marcadas en la
arena — citadas por Vitrubio.

| siete de junio de 1859 se aprobaba el Plan de Reforma

y Ensanche (Eixample) de Barcelona, obra de Ildefonso

Cerda y Sunyer (1815-1876). Aquel disefo urbano orto-

gonal de cuadricula perfecta fue decisivo para el progreso

de la ciudad y es emblematico de cémo el racionalismo
geométrico puede incidir en la calidad de vida de sus habitantes. En
reconocimiento a su visién preclara, 150 anos después, de junio de
2009 a junio de 2010, se celebra el “Afio Cerda”. Como veremos, la
Geometria puede ser instrumento tanto para una ideologia de trans-
formacion social como para preservar los intereses opuestos. A lo
largo de la historia, Geometria y urbanizacién van unidas.

ANTIGUEDAD Y EDAD MEDIA

El historiador griego Herodoto (484 - 425 a.C.) describe Babilonia
como una ciudad de plano cuadrado de 21 km de lado, con calles rec-
tas que se cortaban en angulos rectos. Egipcios y romanos aplicaron
también este modelo. El Imperio Romano, para consolidar sus con-
quistas, construia ciudades amuralladas sobre los campamentos de
sus legiones (castrum). De forma mas o menos rectangular, estaban
orientadas, por sus dos ejes de simetria las dos calles principales: el
cardo, de Norte a Sur, y el decumanus, de Este a Oeste. En la inter-
seccion de ambas estaba el Foro o lugar de encuentro, ambito de la
vida publica. Las calles se alineaban paralelas a los ejes, formando
manzanas rectangulares. A lo largo de la muralla, por su interior, se
dejaba una franja de terreno de 9 m de anchura (pomerium), que
delimitaba el territorio de la ciudad protegido por los dioses.

Esta estructura aln se aprecia en el plano del centro histérico de
Zaragoza, la Caesaraugusta romana. Fue fundada en el afio 14 a.C.
por el César Augusto en la confluencia de los rios Ebro, Gallego y
Huerva, lo cual aseguraba agua y comunicaciones, ocupando casi
un rectangulo de 895 m x 513 m. Con esas dimensiones, la ciudad
podia albergar hasta unas 50.000 personas. Algunas vias actuales
siguen aquel trazado romano, con el Coso (muralla), la Calle Don
Jaime (cardo) y el eje formado por las calles Mayor, Espoz y Mina y
Manifestacion (decumanus).
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La ciudad medieval estaba am
trazado era sinuoso e irregular. Llegaba a ser
laberintico en la ciudad islamica (medina). No
habia una planificacidon segin canones geomé-
tricos. Pero en ese aparente desorden habia
una estructura: en el centro estaba la plaza del
mercado con los edificios mas representativos
y de ella salian calles estrechas y tortuosas,
formando barrios que agrupaban a la gente por
oficios (orfebres, carpinteros, teiidores, etc.),
religion (cristianos, judios o musulmanes) o
procedencia. Las casas servian a la vez de vi-
vienda vy taller a los artesanos. Los oficios no
deseados dentro de la ciudad, como los curti-
dores por los malos olores, se ubicaban fuera
de la muralla (extramuros). Las murallas te-
nian, ademas de su original funcion defensiva,
una funcidn recaudatoria: las mercancias que
cruzaban sus puertas debian pagar un tributo.

La estructura medieval se conserva, por ejem-
plo, en los centros histéricos de las ciudades
marroquies (islamica), de Carcasonne en Fran-
cia (cristiana), de Gerona (judia) o de Toledo
(tres culturas).

LA CIUDAD MODERNA

En la Edad Moderna, con el surgimiento de los
estados nacion pierde poder politico la ciudad
y, con la excepcidén de las ciudades fronteri-
zas, las murallas son cada vez menos necesa-
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rias por razones defensivas. En Espafa surge

la Plaza Mayor, rodeada de soportales. A partir
del Renacimiento se extiende el espiritu racio-
nalista que lleva a disefiar ciudades ideales, se-
gun patrones geométricos.

Con la Revolucién Industrial del s. XIX las ciu-
dades acogen a las masas de campesinos que
acuden como mano de obra para las fabricas.
Los recintos amurallados ya no son suficientes
para albergar esa expansiéon y se deben supe-
rar los limites de la ciudad antigua. En Espanfa,
la Ley del Ensanche (1864) permite derribar
las murallas, pese a la oposicion del ejército,
autoriza las expropiaciones para trazar vias
publicas y establece los requisitos de procedi-
miento (presentacién de una memoria, planos,
presupuesto), etc. Se trazan avenidas rectas,
paseos con arboledas, servicios de alcantarilla-
do, etc. Sobre los restos de la ordenada ciudad
romana y de la irregular ciudad medieval, la
ciudad moderna regulariza y ensancha calles,
y va mas alla: salta las murallas. Crece segun
tres tipos de disefos geométricos ideales: ra-
dioconcéntrico, ortogonal o lineal; con un cuar-
to, el estrellado, que segun los casos participa
de los anteriores. En cada ciudad observamos
la agregacion de unos y otros, reflejo de las
sucesivas expansiones habidas en su historia.
Veamos esos modelos, que tienen en comun el
estar orientados en cada caso por la plasma-
cion geométrica de una idea motriz.

CIUDAD RADIOCONCENTRICA

Se caracteriza por estar centrada en una plaza,
rodeada de calles en circulos concéntricos. La
idea basica es que la centralidad geométrica
sea representativa de una primacia: alli se ubi-
can las sedes de los poderes politico y religio-
so. Al mismo tiempo, se busca la facil y rapi-
da circulacion entre el centro y la periferia.
Para ello, del centro salen avenidas rectas
que unen las calles concéntricas; son los
radios de esa trama circular. Se forman
cruces de 1200.

Son escasas las ciudades donde se pue-
de ver la plasmacién integral de este
modelo. Una clasica es la ciudad ita-
liana de Palmanova que, en realidad,

Ciudad italiana de Palmanova,
ejemplo de ciudad fortificada
con forma de estrella.

no es un circulo sino un poligono regular de 9
lados (eneagono regular) y que es, ademas,
ejemplo de las ciudades fortificadas con forma
de estrella.

Hay ciudades donde se aplic6 ese modelo de
forma parcial. Asi, en el centro historico de
Vitoria encontramos un trazado de calles con-
céntricas, aunque no circulares

sino con forma

*http://skyscrapercity.com



de almendra. En la famosa Place de |’ Etoile en
Paris confluyen doce avenidas, en un disefo
radial, pero no hay calles concéntricas. Ya en
el s. XX, en Arizona (EE.UU.) la ciudad de Sun
City presenta una urbanizacion radioconcéntri-
ca totalmente circular.

CIUDAD ESTRELLADA

En el s. XVII se construyeron ciudades amu-
ralladas en las zonas fronterizas de los reinos
europeos. Buscando optimizar la defensa, se
adoptaron formas de poligonos estrellados
con bastiones en los vértices. Sus entrantes
y salientes estaban pensados para que unos
cubrieran a otros del fuego enemigo, haciendo
maxima su eficacia artillera y minima su vul-
nerabilidad, en una aplicacidon practica de la
Trigonometria y de la ecuacién del tiro parabd-
lico formulada por Galileo Galilei (1564 -1642)
en el Dialogo sobre los Sistemas del Mundo.
En esa época, matematicos al servicio de los
reyes aplicaban sus conocimientos a la inge-
nieria militar. Fue famoso el ingeniero francés
Marqués de Vauban (1633-1707), del cual se
conserva intacta la fortaleza de Neuf Brisach,
estrella de ocho puntas en cuyo interior las ca-
lles siguen un trazado ortogonal.

*http://ulm.pendulaire.free.fr
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CIUDAD ORTOGONAL

En el urbanismo ortogonal las calles se cortan
en angulos rectos: siguen dos Unicas direccio-
nes, perpendiculares entre si, y en cada di-
reccion son paralelas. Esto produce manzanas
rectangulares. Asi se proyectd en 1811 sobre
una isla Manhattan, uno de los cinco munici-
pios de Nueva York, con 12 avenidas longitu-
dinales y 155 calles transversales (el niUmero
de éstas ha ido aumentando posteriormente).
Unas y otras van numeradas de forma correla-
tiva gracias al disefio ortogonal. Las direccio-
nes se dan habitualmente mediante esas dos
coordenadas (52 Avenida con Calle 42, por
ejemplo).

Una forma particular de este modelo es aque-
Ila en la que las calles se cortan a distancias
constantes, formando manzanas cuadradas;
es el llamado plano en damero. Barcelona es
la ciudad donde ese modelo fue aplicado de
forma mas innovadora y ambiciosa, con la ur-
banizacién de / "Eixample a partir de 1860, si-
guiendo el Plan Cerda.

El auge industrial barcelonés obligaba a so-
brepasar el antiguo recinto urbano y el Ayun-
tamiento convocé un
concurso de proyectos.
Cerda queria una ciudad
pensada para las perso-
nas, desde una voluntad
igualitaria, donde fuera
equivalente circular por
una calle o por una pa-
ralela, pues no las habria
privilegiadas, lo cual con-
duciria a la igualacion
del valor de las vivien-
das. Esto chocaba con el

Fortaleza francesa de
Neuf Brisach.

deseo de distincion de los burgueses dominan-
tes, quienes querian emular el esplendor pari-
sino de un centro donde confluyeran grandes
avenidas en las que se ubicarian las mansiones
de los nuevos ricos, mientras el proletariado se
alojaria en una periferia de rango inferior.

El Ayuntamiento de Barcelona rechazé el Plan
Cerda, pero éste fue después impuesto por el
Gobierno Central de Madrid; cabe decir que
afortunadamente pues, pese a las alteraciones
que sufrid, sigue siendo valido 150 afios des-
pués. Este modelo se quiso generalizar con la
Ley del Ensanche y fue aplicado en otras pobla-
ciones, como en La Carolina (Jaén).

En el Ensanche barcelonés las manzanas tie-
nen 133 m de lado y, para mejorar la visibilidad
en los cruces de 909, Cerda corté 15 m de fa-
chada a cada lado en cada esquina, formando
chaflanes. Los vértices de cada manzana co-
inciden con los puntos cardinales y, gracias a
ello, todos sus lados tienen luz directa del sol a
lo largo del dia. Esta era una muestra mas de
la idea igualitaria que alentaba el Plan.

En el plano de Barcelona se observa, junto al
puerto, la forma pentagonal irregular de la ciu-
dad antigua. Fuera de ella, la ordenada cua-
dricula del Ensanche sélo se ve alterada por
el cruce de las Avenidas Diagonal y Meridia-
na. La Diagonal toma su nombre del hecho de
unir dos vértices de la ciudad (nordeste y su-
doeste). La Meridiana se llama asi por estar
orientada en direccién Norte-Sur, siguiendo un
meridiano terrestre. Por eso, la avenida per-
pendicular a la Meridiana, a los piés de la mon-
tafia de Montjuich, es la Avenida del Paralelo.
Es una nomenclatura con ldgicas geométrica y
geografica.

GEOMETRIA DE LA ESPECULACION

En el Plan Cerdd, las manzanas debian estar
construidas sélo en dos de sus lados, dejan-
do espacio para grandes zonas verdes: plazas
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Dimensiones y orientacion de las
manzanas en el barcelonés barrio del
Ensanche, segun el Plan Cerda.



ajardinadas en el interior de cada cuatro man-
zanas, alterndndose con amplios bulevares
transversales.

La realidad posterior fue que los propietarios
de los terrenos, buscando obtener el mayor be-
neficio econémico posible, consiguieron conce-
siones del Ayuntamiento: primero construir en
los cuatro lados de cada manzana, y después,
en algunos casos, también la construccion en
el patio interior de talleres, desapareciendo la
mayoria de las zonas verdes proyectadas.

En el proyecto original, las casas no debian te-
ner mas de 16 m de altura y 14 m de anchura,
siendo la anchura de las calles 20 m, y asi el
sol entraria en la calle durante buena parte del
dia. También en estos aspectos la especulacion
alterd el proyecto original. De los 16 m de altu-
ra prevista se subi6 hasta 20 m, argumentando
que asi con el sol a 45° toda la fachada era
iluminada y que eso ya era suficiente (recorde-
mos que tg 45° = 1 = 20/ 20). Por una forzada
e interesada analogia, como las casas tenian
20 m de altura, también se construyeron con
20 m de anchura.

Todavia se rizd mas el rizo para conseguir au-
mentar la construccién. Se pens6 que, si se
construyen aticos cuya altura sea igual a la an-
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chura de su entrada respecto a la fachada, se
mantiene el angulo citado de 45°; y alin mas,
lo mismo si se construyen sobreaticos, siempre
con la norma de adentrarse una medida igual a
la altura construida.
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Dimensiones previstas de las casas y
sucesivas ampliaciones.

Ademas de igualitario, Cerda tenia un ideal hi-
gienista: conseguir una vida sana para el pue-
blo, algo que en el s. XIX suponia una gran
transformacion social. En la ciudad antigua la
poblacion vivia hacinada, sin luz, sin zonas de
esparcimiento ni alcantarillado; lo cual era cau-
sa de muchas enfermedades y una alta mor-
tandad infantil. Asi que proponer zonas verdes
y viviendas separadas por amplios espacios,
donde corra el aire y entre la luz natural para
todos, era algo revolucionario.
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El proyecto inicial del barrio del Ensanche y lo que luego se construyé.

¢Qué consecuencias tuvieron las citadas alte-
raciones del proyecto? La Geometria elemental
nos permite deducirlas. Un sencillo calculo, por
descomposicién en prismas, revela que el vo-
lumen de construccion aumenté en cada man-
zana desde los 56.640 m?3 previstos hasta los
171.800 m? realizados (sin contar los aticos ni
los talleres interiores); es decir, mas de tres
veces lo proyectado. Pese a ello, el disefio de
Cerda era de tal amplitud que siguié aportan-
do una considerable mejora sobre la habitabili-
dad de la urbe antigua.

Para poner coto a esos abusos, hoy en dia los
planes de ordenacion urbana establecen en
cada zona cudl es el volumen maximo edifica-
ble; lo cual abre una nueva cuestion geométri-
ca. Para un mismo volumen y sobre una mis-
ma base los cuerpos geométricos pueden tener
distintas superficies. La Arquitectura puede ju-
gar con ello para lograr una mayor iluminacién
natural de las viviendas, algo que aporta mayor
calidad de vida. De hecho los “pisos exteriores”
son mas valorados.

EL SOL SALE PARA TODOS

Precisamente, otra consecuencia de las presio-
nes sobre el Plan Cerda tuvo que ver con la
iluminacién de las fachadas. De acuerdo con
la anchura de las calles (20 m) y la altura pro-
yectada para los edificios (16 m), el angulo o
de elevacidn solar con que se produciria la ilu-
minacion total de una fachada (en realidad de
dos, recuérdese su orientacion) venia dado por
el arctg (16/20) = 389 40"

Como ya dijimos, la elevacién de los edificios
redujo ese angulo a 459. ¢Qué importancia tie-
ne esa diferencia de 6° 20'? Por ejemplo, en
un dia de 12 horas solares, la iluminacién total
se produciria en el primer caso durante un re-
corrido de 519 20’, que equivale a 3 h 25 min;
mientras que en el segundo se reduciria a 459,
es decir 3 h. En definitiva, 25 minutos menos

Iluminacién solar de las fachadas.

de sol para dos fachadas antes de mediodia y
otro tanto para sus opuestas por la tarde.

Una alternativa, también igualitaria en cuanto a
la iluminacién de las viviendas, son los inusua-
les edificios cilindricos (hay uno en la zaragoza-
na Plaza de San Antdn, cercano a las Murallas
Romanas); donde la ausencia de esquinas crea
una fachada Unica y permite que el recorrido
solar beneficie a todas las ventanas por igual.
Ademas, para un perimetro de fachada fijo, se
maximiza la superficie construida (aunque pro-
bablemente surjan otros problemas practicos).

CIUDAD LINEAL

El modelo lineal es la urbanizacién a lo largo
de una via de comunicacion (carretera, ferro-
carril, rio, etc). Asi ha ocurrido en poblaciones
espafiolas a lo largo del Camino de Santiago
o en Volgogrado (antes Stalingrado) en Rusia,
siguiendo el curso del Rio Volga. A finales del s.
XIX, este modelo fue teorizado por el arquitecto
y urbanista espafol Arturo Soria y Mata (1844
- 1920) para resolver el naciente problema del
transporte y superar la dicotomia entre el cam-
po y la ciudad. Su disefio conseguia minimizar
la suma de trayectos de todos los puntos entre
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si, un propdsito de formulacién puramente ma-
tematica. También, descongestionar las ciuda-
des y lograr el contacto de sus habitantes con
la naturaleza.

Arturo Soria proponia unir las viejas ciudades
con nuevas urbanizaciones alargadas de 500 m
de ancho, con una via central de 40 m de an-
chura por la que circulaba el tren. El crecimien-
to de la ciudad siempre debia ser longitudinal
y paralelo a la via principal. Con estos tramos
lineales se formaria una trama triangular, con
el campo en el interior junto a la ciudad. En
su proyecto ideal esa trama cruzaria Europa,
uniendo Cadiz con San Petersburgo.

De la superficie total de la ciudad, un quinto
seria para viviendas y el resto en parte para la
industria pero sobre todo para la agricultura.
En cada parcela unifamiliar de 400 m? estaban
previstos 80 m? para la casa y 320 m? para un
huerto-jardin. Este modelo sélo se llevé a cabo
en Madrid, con 700 casas unifamiliares a lo lar-
go de 5 km que, en 1920, alojaban a 4.000 ha-
bitantes (actual Calle Arturo Soria). En la foto
aérea del Madrid actual vemos qué queda de
aquella Ciudad Lineal: se aprecia la urbaniza-
cion a lo largo de la avenida serpenteante pero,
fuera de ella, no estd el campo sino casas y
mas casas.

SOLUCIONES NO EUCLIDEAS

Algo interesante de estudiar desde las Mate-
maticas es como en esos trazados urbanos se
alteran las reglas de la Geometria Euclidea del
Plano. Por ejemplo, la distancia mas corta en-

RADIO 1 2
N° DE PUNTOS 4 8
RADIO 0,5 1,4
N° DE PUNTOS 4 12

“En la foto aerea
del Madrid actual
vemos cuée queda
de aquella Ciudad
Lineal: se aprecia
la urbanizacion a lo
largo de la avenida
serpenteante pero,
fuera de ella, no
esta el campo

sino casas v mas
casas.”

tre dos puntos no siempre es la que da el seg-
mento que los une, pues no podemos atrave-
sar edificios. Tampoco suele ser Unica, puede
haber recorridos alternativos equivalentes (lo
saben bien taxistas y repartidores). La distri-
bucién de servicios en puntos equidistantes de
uno dado (buzones de correos, sucursales ban-
carias, etc.) ya no viene dada por los puntos
de una circunferencia. Y si mantenemos dicho
nombre para el lugar geométrico caracteriza-
do por esa propiedad, las circunferencias ya
no son redondas y, ademas, écuantos puntos
tienen?

A modo de ejemplo del campo que se abre con
estas cuestiones, trataremos la respuesta a
la ultima pregunta. Si en un plano en damero
(como Barcelona) consideramos como unidad
la longitud de una manzana y tomamos como
centro de la circunferencia la interseccién de
dos calles, se obtiene:

4 rN
16 4.r
3,7 rR*-N

28 ... 4.[2.E(r)+ 1]

Solucion adoptada por la ciudad de Brondy para solucionar los problemas de logistica.

¢Y si el centro estuviera en otro punto? ¢Y si...? La mediatriz, lugar geométrico de los puntos equi-
distantes de dos dados, tiene ahora también un nimero finito de puntos, écuantos?. éY qué pasa
con la Desigualdad Triangular o con las cdnicas (también lugares geométricos)?

NUEVOS MODELOS

La ciudad evoluciona y se renueva. En los modernos aeropuertos, el disefio fractal de las terminales
optimiza la utilizacién del espacio y de los servicios compartidos por un mayor nimero de puntos
de embarque, asi como las posibilidades de ampliaciones futuras. Por motivos de seguridad y de
logistica, en Brondy, a las afueras de Copenhague, grupos de 24 parcelas con viviendas unifamilia-
res forman coronas circulares donde, desde la plaza central de cada corona, se pueden controlar y
acceder a todas las parcelas minimizando desplazamientos. Cambian los modos de vida, surgen y
surgiran nuevas necesidades y nuevas soluciones geométricas.

José Maria Sorando

Departamento de Matematicas

IES Elaios, Zaragoza
jmsorando@ono.com
http://catedu.es/matematicas_mundo
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